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Resumo. Neste trabalho, abordam-se malhas móveis para a
resolução numérica de equações diferenciais parciais. Conceitos
importantes neste contexto são descritos, bem como são indicados
trabalhos existentes para a solução de equações diferenciais parciais
pelos métodos dos volumes finitos e dos elementos finitos ambos
com malhas móveis.
Palavras-chave — geração de malhas, refinamento adaptativo
de malhas, malhas móveis.  
I. INTRODUÇÃO
Em geral, o desenvolvimento de sistemas em engenharia
requer o uso de ferramentas CAD (computer-aided design).
Nessas ferramentas, técnicas de simulação computacionais são
frequentemente utilizadas para modelar e investigar fenômenos
físicos em diversas áreas das ciências. Conforme apresentado
por Budd, Huang e Russell (2009), exemplos desses
fenômenos ocorrem em diversas aplicações, como na dinâmica
de fluidos e gases, leis conservativas, ótica não-linear,
combustão, detonação, modelos de previsão meteorológica,
estudo da poluição nos oceanos, rios e atmosfera, modelos de
termodinâmica, de eletromagnetismo, de aerodinâmica e na
prospecção e extração de petróleo. Geralmente, esses
fenômenos são modelados por equações diferenciais parciais
(EDPs); como exemplo, em Liu (2003), abordam-se diversos
problemas relacionados à área de mecânica dos sólidos,
estruturas, fluxo de fluidos e dos modelos matemáticos dos
fenômenos.
É comum que técnicas de simulação computacional sejam
utilizadas para se investigar esses fenômenos. Geralmente, a
simulação numérica de fenômenos físicos envolve duas partes
principais: a modelagem matemática que descreve o fenômeno
de interesse e a implementação de técnicas numéricas para que
a modelagem matemática seja resolvida computacionalmente.
Uma maneira de se encontrar uma solução aproximada de
equações diferenciais parciais pode ser utilizando-se um
método numérico de discretização. Entre os diversos métodos
de discretização, podem ser citados o método dos elementos
finitos e o método dos volumes finitos. Nesses métodos,
resolvem-se equações diferenciais ao se substituir os termos
por expressões algébricas que envolvem a função incógnita.
Ao se realizar essa aproximação numérica, a solução é obtida
para um número discreto de pontos, com um determinado erro,
proveniente da aproximação. Se o método for convergente, a
solução numérica será mais próxima da solução exata quanto
maior for o número de pontos. Pode-se considerar essa malha
de pontos e suas ligações como o domínio discretizado
geometricamente.
A modelagem de fenômenos pode ser realizada por equações
diferenciais parciais que, em muitas vezes, a solução possui
variações grandes em pequenas regiões do domínio em estudo.
Com o intuito de diminuir o erro nessas regiões de grande
variação, refina-se a malha. A utilização de uma malha fina e
uniforme ao longo de todo o domínio acarreta um custo
computacional alto, aumentando excessivamente o número de
pontos, inclusive em regiões onde não é necessário tal nível de
refinamento. Uma alternativa possível é posicionar uma
quantidade grande dos pontos da malha nas regiões de grande
variação da solução e poucos pontos em regiões do domínio
onde ocorrem poucas variações. Com esse refinamento
adaptativo, o número total de pontos é muito menor do que
utilizar uma malha uniforme, havendo uma economia do custo
computacional. Entretanto, como explica Huang e Russell
(2011), o refinamento adaptativo não deve ser visto como uma
panaceia. Para problemas com variações suaves na solução, é
preferível utilizar uma malha uniforme em vez de uma não-
uniforme pois, utilizando-se uma malha uniforme, é possível
obter uma solução tão eficiente quanto uma malha não-
uniforme.
Segundo Olivier e Alauzet (2011), nas últimas décadas, o uso
da simulação numérica tem obtido um papel importante na
ciência e nas engenharias devido ao desenvolvimento de
computadores de alta velocidade e à grande capacidade de
armazenamento dos sistemas de computação. Esses avanços
têm permitido que as simulações obtenham bons resultados em
relação à precisão e a desempenho. Atingir esses níveis de
resultado significa resolver equações diferenciais complexas
que modelam problemas físicos complexos e tentar minimizar
os erros inerentes da aproximação numérica. Realizar o
refinamento da malha é uma forma de se minimizar esses erros
inerentes da aproximação numérica. Mesmo com o
refinamento adaptativo, a inclusão de novos pontos faz com
11
Malhas móveis para solução numérica de
equações diferenciais parciais
Frederico S de Oliveira1, Sanderson L. Gonzaga de Oliveira1, Mauricio Kischinhevsky2 e João Manuel R. S. Tavares3
1
- Departamento de Ciência da Computação, Universidade Federal de Lavras, Lavras, MG, Brasil; 2 - Instituto de
Computação, Universidade Federal Fluminense, Niterói, RJ, Brasil; 3 - Instituto de Engenharia Mecânica e Gestão
Industrial, Departamento de Engenharia Mecânica, Faculdade de Engenharia, Universidade do Porto, Porto, Portugal
Oliveira, F.S.; Oliveira, S. L.G.; Kischinhevsky, M..; Tavares, J.M.R.S. / Revista de Sistemas de Informação da FSMA  n. 11 (2013) pp. 11-16
que haja mais esforço computacional na resolução do
problema, em relação à iteração anterior, com menos pontos.
Com isso, para sistemas em que a dimensão é relevante, as
técnicas utilizadas têm que ser suficientemente eficientes, de
modo que possibilitem resultados precisos, com custo
computacional baixo.
Foram desenvolvidas diversas técnicas de adaptatividade de
malhas em relação a refinamento adaptativo, que passa pela
inclusão de novos pontos, e malhas móveis, que é baseada no
movimento dos pontos da malha inicial. Como já descrito, nas
técnicas de adaptatividade por refinamento, são inseridos
novos pontos na malha nas regiões de erro grande ou de
gradiente grande da solução. Nas técnicas de adaptatividade
com movimento de pontos, a quantidade original de pontos é
mantida, ocorrendo o movimento de pontos para as regiões de
maior variação na solução. Manter a quantidade de pontos na
malha é benéfico, pois a inclusão de pontos aumenta o custo
computacional para a resolução do problema, como já
descrito. Neste texto, há uma descrição sobre adaptatividade
de malhas para os casos em que a sua aplicação é necessária e
o foco é em malhas móveis.
A seguir, na seção II, apresentam-se conceitos importantes na
geração de malhas. Na seção III, descrevem-se alguns
trabalhos sobre malhas móveis e, na seção IV, as
considerações finais são apresentadas.
II.ALGUNS CONCEITOS IMPORTANTES NA GERAÇÃO DE MALHAS
Nesse contexto, a abordagem de adaptatividade para a
resolução de equações diferenciais parciais pode ser dividida
em três categorias: abordagem h de refinamento, abordagem p
de refinamento e abordagem r de refinamento. Na abordagem
h de refinamento, inicia-se a simulação com uma malha inicial
e essa malha é refinada ou simplificada por meio da inclusão
ou da remoção de pontos. Geralmente, a estratégia utilizada na
inclusão ou na remoção dos pontos é orientada por uma
estimativa a posteriori de erro da solução. Isso é chamado,
geralmente, de refinamento adaptativo de malhas por usuários
do método dos volumes finitos. Na abordagem p de
refinamento, Budd, Huang e Russell (2009) explicam que se
utiliza uma discretização de EDPs por elementos finitos com
polinômios de uma ordem particular. Essa ordem é
incrementada ou decrementada de acordo com os erros da
solução. Pode-se combinar essa abordagem com o refinamento
h para se utilizar uma estimativa a posteriori de erro da
solução. Com essa combinação, tem-se a subcategoria de
refinamento hp, cujo objetivo é a obtenção da solução dentro
de um erro prescrito limitado pelos procedimentos de
refinamento (BUDD; HUANG; RUSSELL, 2009).
No refinamento r, o número de pontos da malha é fixo e esses
pontos são movidos de forma que sejam concentrados nas
regiões de grande variação da solução em função do tempo.
Na comunidade de volumes finitos, são chamados, geralmente,
de malhas móveis. Segundo Eleftheriou (2011), essa
abordagem de refinamento pode ser, em geral, utilizada para
problemas transientes por causa da mobilidade da malha, que
facilita lidar com integradores de tempo. Entretanto, sua
limitação está na dificuldade em definir um intervalo de tempo
adequado, uma vez que os nós variam de posição ao longo do
tempo, podendo ocorrer o entrelaçamento de arestas. Ainda, a
aplicabilidade da adaptatividade r é limitada devido ao número
fixo de graus de liberdade e a uma conectividade constante dos
polígonos da malha. Com isso, a adaptatividade r é,
tipicamente, utilizada para acelerar o processo computacional
em vez de ser utilizada para se alcançar uma precisão
prescrita. Ver Askes (2000), para detalhes sobre esse assunto.
Como afirmam Huang e Russell (2011), os métodos que
utilizam malhas móveis, ou simplesmente, métodos de malhas
móveis, ainda estão em uma fase relativamente inicial de
desenvolvimento. Muitos deles estão em estágio experimental
e, quase todos, requerem uma justificativa matemática
adicional. Como também explicam Huang e Russell (2011),
uma análise rigorosa dos métodos de malhas móveis, para
resolver EDPs dependentes do tempo, só foi realizada para
alguns modelos muito simples de problemas e afirmam que
muitas formas de se melhorar sua eficiência e robustez serão,
sem dúvida, desenvolvidos. Como, por exemplo, ainda são
necessários mais estudos numéricos sistemáticos de como se
reduzir os custos na resolução de todo um sistema de malha e
EDPs, bem como estudos em como se equilibrar a adaptação
espacial e temporal de uma malha.
Huang e Russel (2011) explicam, também, que um fator
importante nos métodos de malhas móveis está na escolha
adequada de uma função de densidade da malha. Essa função
controla a concentração de pontos da malha por meio do
princípio de equidistribuição e, tipicamente, mensura a
dificuldade na aproximação numérica espacial do problema
sendo resolvido. De acordo com Huang e Russell (2011), a
seleção da função de densidade da malha pode ser baseada na
estimativa de erro de interpolação, na invariância de escala ou
em uma estimativa de erro a posteriori, com o limite ótimo
para o erro de interpolação ou o erro da solução, também
obtido pela malha equidistribuída correspondente.
O princípio de equidistribuição foi originalmente introduzido
por Boor (1973). Com esse princípio, busca-se rearranjar os
nós de uma malha de forma que uma determinada medida seja
distribuída equitativamente ao longo de cada subintervalo da
malha. Essa medida pode ser, por exemplo, uma medida de
erro que será comparada com a medida de um elemento
desejável, hipoteticamente ótimo. A diferença entre cada
elemento da malha e o elemento desejável será,
aproximadamente, a mesma para todos os elementos
existentes. De acordo com Askes (2000), algumas restrições
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topológicas, como cantos não convexos em problemas
multidimensionais, podem impedir um movimento de pontos
ideal, por isso, não se pode garantir que a equidistribuição seja
satisfeita para todos os elementos da malha. Admite-se que a
posição dos nós x i , para i=1. . N , em que N é o número
de nós, seja definida de forma a garantir que uma medida,
denominada de função peso ou função monitora M ( x ) , seja
distribuída equitativamente em todo o domínio. Essa
distribuição é feita conforme
∫xi −1
xi
M ( x)dx=∫x i
x i+1
M ( x)dx , 2⩽ i⩽ N−1 , que no
formato discreto, é aproximada por
M i−1Δ xi−1=M iΔx i ,2≤ i≤N−1, (1)
em queΔxi−1= xi−x i−1 é o tamanho local da malha e
M i−1 representa a estimativa discreta de M ( x ) no intervalo
[x i−1 ,x i ] .
Dentre as primeiras aplicações do princípio de
equidistribuição, estão os trabalhos de Dwyer, Sanders e Kee
(1979), Dwyer, Raiszadeh e Otey (1981), Gnoffo (1980) e
White (1982), que o aplicaram para resolver problemas em
mecânica dos fluidos e transferência de calor em uma
dimensão. White (1982) recorreu ao comprimento do arco da
solução como função monitora,
M (u )=√1+∣u'∣2 . (2)
Considere-se um exemplo para ilustrar a ideia principal do
princípio de equidistribuição. Seja f ( x )=tanh(1−x0,1 ).
Considere-se ainda um subconjunto no intervalo [0,1 ] .
Suponha-se agora que x0<x1<. . .<xn , em que x0=0 e
x
n
=1 . Neste contexto, no gráfico à esquerda da figura (1), a
malha é dividida uniformemente, podendo-se observar a malha
adaptativa gerada pelo princípio de equidistribuição no gráfico
à direita da figura (1). Nesse caso, a função monitora foi
baseada no comprimento do arco, expressa por (2) e os pontos
são distribuídos igualmente na curva da solução satisfazendo
(1). Exemplos similares podem ser encontrados em Zegeling
(1996), Li, Tang e Zhang (2000) e Tan (2005).
Em diversos trabalhos (ver, por exemplo, Huang e Russell
(2011) e suas referências), o princípio de equidistribuição
(BOOR, 1973) desempenha um papel fundamental no projeto
de estratégias de movimento da malha para o caso
unidimensional. Claramente, a situação da adaptatividade em
multidimensões é muito mais complicada do que em uma
dimensão. Huang e Russell (2011) explicam que o princípio de
equidistribuição, ao especificar apenas o volume dos
elementos da malha, não é completo o suficiente para
determinar uma malha multidimensional. Uma condição de
alinhamento adicional é necessária para se especificar a forma
e a orientação dos elementos da malha. Huang e Russell
(2011) apresentam os princípios básicos de adaptatividade de
malhas multidimensionais, inclusive, a condição de
alinhamento necessária.
Em malhas multidimensionais, a adaptatividade é guiada por
uma função monitora dependente da solução, isto é, uma
função matriz simétrica positiva-definida relacionada
naturalmente a uma função de densidade de malhas em uma
dimensão. Veja, também, Huang e Russell (2011), para
detalhes sobre esse assunto. A função monitora define uma
métrica no domínio físico. Segundo Marlow (2010), a ideia da
função monitora é converter o conceito vago de se “mover os
pontos da malha para onde a atividade é maior” em um
procedimento matemático sólido ou, no mínimo, em algo que
possa ser numericamente quantificado. Segundo Huang e
Russell (2011), considera-se que a função monitora é sempre
não-negativa.
A adaptatividade multidimensional de uma malha, de acordo
com Huang e Russell (2011), pode ser entendida como uma
técnica para gerar uma malha uniforme em um determinado
espaço métrico. Especifica-se, por meio dessa técnica, o
tamanho, a forma e a orientação os elementos da malha. Essa
técnica fornece um controle natural da equidistribuição e do
alinhamento, com o papel de assegurar que a malha esteja
devidamente alinhada com o comportamento da solução física.
Huang e Russell (2011) analisam e relacionam à qualidade da
malha na forma de precisão matemática essa equidistribuição e
à condição de alinhamento. Esses autores apresentam
interpretações nas perspectivas discreta, por intermédio de
malhas, e contínua, usando transformação de coordenadas.
Segundo Huang e Russell (2011), o problema de se computar
soluções de EDPs, utilizando-se métodos de malhas móveis
pode ser separado nos três problemas descritos a seguir.
• Uma função de densidade da malha, também chamada de
função monitora, é necessária para guiar a redistribuição dos
pontos da malha na evolução da EDP. Essa função monitora,
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Figura 1: Comparação entre o princípio de equidistribuição utilizando o
comprimento do arco (à direita) e uma malha dividida uniformemente (à
esquerda) com 10 pontos. Exemplo adaptado de Tan (2005).
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normalmente, é restrita tanto para equidistribuir esse
movimento dos pontos, quanto para se obter um relaxamento
da malha na busca de um estado equidistribuído. A escolha da
função monitora pode depender do comprimento de arco da
solução em problemas unidimensionais, na curvatura da
solução e em erros a posteriori.
• Determinada a função monitora, deve-se verificar uma
malha que se equidistribui de alguma maneira. O problema da
equidistribuição em si é um problema algébrico não linear.
• A EDP é, então, discretizada, tanto no domínio
computacional da malha quanto no domínio físico original e,
geralmente, elementos finitos ou volumes finitos são
empregados.
Na prática, qualquer que seja a escolha da função monitora,
alguma suavização ou relaxação espacial e temporal é
empregada, com o intuito de se melhorar a qualidade da
malha, diminuindo-se a distorção dos elementos. Veja Huang e
Russell (2011), para explicações sobre como se escolher uma
função monitora ótima para um determinado limite de
interpolação de erro ou uma estimativa de erro a posteriori e
uma função monitora baseada sobre outra consideração física
e geométrica. Uma função monitora baseada em erro de
interpolação pode ser obtida por meio da aproximação
polinomial de Taylor, para uma dimensão, e pela aproximação
em espaços de Sobolev, para multidimensões.
Muitas funções monitoras envolvem derivadas da solução e,
para o cálculo dessas derivadas, são realizadas aproximações.
Dessa forma é definida uma função monitora a posteriori.
Segundo Huang e Russell (2011), funções monitoras baseadas
em considerações físicas ou geométricas levam em conta a
distância, ou a área, entre as interfaces, ou podem utilizar uma
malha como parâmetro, adaptando a nova malha para se tornar
o mais próximo possível da malha de referência. O tratamento
do erro de interpolação nos espaços gerais de Sobolev, em
malhas isotrópicas e anisotrópicas, fornece um resultado que
evidencia como a escolha da função monitora ótima leva a um
erro delimitado por uma solução ótima. Esse erro depende de
um fator, cuja ordem é de 1/n , em que n é o número de
elementos da malha (HUANG; RUSSELL, 2011).
Os limites de erro de interpolação com funções monitoras não
ótimas e as funções monitoras ótimas para um limite de erro a
posteriori também são abordados por Huang e Russell (2011).
Além disso, vários aspectos práticos da computação de
funções monitoras são apresentados por Huang e Russell
(2011).
Em Huang e Russell (2011), diversas EDPs de malhas móveis
(moving mesh partial differential equations, MMPDEs) são
apresentadas para problemas dependentes do tempo. Também,
são desenvolvidas diversas equações de malhas para
problemas de estado estacionário ao se utilizar a
equidistribuição. MMPDEs são formas contínuas das
estratégias de movimentos de malhas formuladas em termos de
transformações de coordenadas. Ainda nessa obra, são
abordadas questões práticas de implementação, incluindo a
discretização de equações de malhas, EDPs físicas e do
procedimento da solução global.
Huang e Russell (2011) abordam também as questões de
adaptatividade de malhas no contexto multidimensional, que é
um assunto consideravelmente desafiador. Para dimensões
espaciais altas, necessita-se de ferramentas de cálculo
avançado para transformar EDPs entre o espaço físico e o
espaço computacional.
III. TRABALHOS COM MALHAS MÓVEIS
Já foi desenvolvida e aplicada uma grande variedade de
métodos de malhas móveis, de uma e duas dimensões, na
resolução de diversos problemas, conforme pode-se verificar,
por exemplo, em Tang (2005), em que há revisão de técnicas
em malhas móveis de suas aplicações na dinâmica de fluidos
computacional. A seguir, alguns trabalhos com malhas móveis
são indicados.
Cao, Huang e Russell (2001) realizaram um estudo de vários
indicadores de erros para o método dos elementos finitos. Este
autores analisaram os indicadores de erros baseados no
gradiente da solução, nos erros de interpolação e em
estimativas de erros a posteriori para uso na definição da
função monitora. Huang (2001) introduziu os conceitos de
balanço espacial e invariância de escala e estudou como
construir EDPs com malhas móveis com algumas propriedades
desejadas.
Huang e Sun (2003) utilizaram a teoria de interpolação de
métodos de elementos finitos para estimar erros. Liu e Shen
(2003) propuseram um método espectral de Fourier para tratar
um problema de campo de fases para a mistura de dois fluidos
incompressíveis.
Zegeling (2004) discutiu um método de malha adaptativa
baseada numa abordagem produto-tensorial. Zegeling (2005)
descreveu uma técnica de malha móvel adaptativa e sua
aplicação em modelos de convecção-difusão magneto-
hidrodinâmicos.
Liu, Qin e Xia (2006) propuseram uma técnica simples e
eficiente de deformação dinâmica de malha para calcular
problemas de fluxo instável, com deformação geométrica,
movimento relativo de corpos ou variações na forma devido à
otimização aerodinâmica e à interação entre o fluido e a
estrutura.
Tan (2007) aplicou uma técnica de malhas móveis adaptativas,
com malhas quadrangulares, para a resolução de problemas
magneto-hidrodinâmicos. Tan, Lim e Khoo (2007)
desenvolveram um método de malhas adaptativas para resolver
um modelo de campo de fases para o fluxo da mistura de dois
fluidos incompressíveis, utilizando malhas quadrangulares e as
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equações de Navier-Stokes e Allen-Cahn.
Marlow (2010, 2011), descreveu um método adaptativo para
resolver EDPs parabólicas não-lineares com fronteiras móveis,
utilizando malhas móveis com elementos finitos contínuos.
McNally, Lyra e Passy (2012) realizaram uma comparação de
resultados de diferentes códigos para a solução do problema
de instabilidade de Kelvin-Helmholtz.
Diversos estudos, como exemplos, Mackenzie (1996), Dam e
Zegeling (2006), Tan et al. (2004), Tan, Tang e Zhang (2006),
Springel (2005, 2009, 2011), envolvendo a discretização por
volumes finitos, utilizaram malhas móveis para a resolução de
EDPs. Grande parte dessas pesquisas foi para a solução de
fenômenos com esforço computacional relativamente baixo e
alta precisão na aproximação, de modo a construir malhas
adaptáveis para a solução do fenômeno envolvido.
Ainda, vários outros métodos, especialmente
multidimensionais, têm sido desenvolvidos e utilizados com
sucesso. Como exemplos, ver, Beni, Mostafavi e Pouliot
(2008), Greif et al. (2011), Heß e Springel (2010, 2012),
Pakmor, Bauer e Springel (2011) e Muñoz et al. (2012).
IV. CONSIDERAÇÕES FINAIS
Neste texto, malhas móveis foram introduzidas e diferentes
tipos de adaptatividade de malhas foram abordados, com
ênfase nos métodos de malhas móveis. Também foi descrito o
princípio de equidistribuição, com apresentação de um
exemplo unidimensional. Por fim, foram citados trabalhos
sobre malhas móveis desenvolvidos recentemente.
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